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45 等差数列・等比数列 
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，すなわち， ( ) 4003 ³+nn を満たす最小の自然数を求めればよく， 

その値は， 18=n のとき ( ) 40037831818 <=+ ， 19=n のとき ( ) 40041831919 >=+ より，19 
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また，これより
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を満たす最小の自然数を求

めればよい。 
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補足 

 等比数列{ }nA の公比を r とすると，{ }nA の第 i項から第 j項までの和は
r
AA ji

-

- +

1
1  

374 
 lk, を 1 以上の自然数とする。 

4 で割ると 1 余る自然数の数列を{ }kp とすると， ( ) 34141 -=-+= kkpk  ・・・① 

 7 で割ると 2 余る自然数の数列を{ }lq とすると， ( ) 57172 -=-+= llql   ・・・② 

 lk qp = とすると， 5734 -=- lk より， 247 =- kl  ・・・③ 

 また， ( ) ( ) 24427 =-×--×  ・・・④ 

 ③－④より， ( ) ( ) 04427 =+-+ kl  すなわち ( ) ( )4427 +=+ kl  

 7 と 4 は互いに素だから， nk 74 =+ （ nは自然数）とおくと， nl 42 =+  

 よって， 47 -= nk ， 24 -= nl  

 それぞれを①または②に代入することにより， 

lk qp = となる数列の一般項は 1928 -n で与えられることがわかる。 

よって，数列{ }na は一般項 1928 -= nan の 1 以上 200 以下の自然数である。 

したがって， 20019281 £-£ n より， 7,6,5,4,3,2,1=n  

よって，項数は 7 ・・・（答） 

また， 6517
2
17797

2
71

7321 =×
+

=×
+

=++++
aa

aaaa   ・・・（答） 

375 

(1) 
 ( ) kpkpak 2212 +-=-+= より， 
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 これと条件より， ( ) mnnpn =-+ 1  すなわち、 ( ) 01 1 =--+ -mnnpn  

 よって， 0¹n より， 01 1 =--+ -mnnp  11 +-=\ - nnp m  

(2) 

解法 1 

 nが偶数のとき 

  11001 11 º+-º+-= -- mm nnp ( )2mod  

 nが奇数のとき 

  11111 11 º+-º+-= -- mm nnp ( )2mod  
 よって， pは奇数である。 
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解法 2 
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 ( )1-nn は連続する 2 つの整数の積だから，偶数である。 

 よって， ( )( )11 43 +++- -- mm nnnn は偶数である。 

 ゆえに， ( )( ) 111 43 ++++- -- mm nnnn ，すなわち pは奇数である。 

376 

(1) 
{ }na を初項 aa =1 ，公差 dの等差数列とすると， ( )dnaan 1-+= より， 
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 よって，{ }nb は初項 ab =1 ，公差
2
d
の等差数列である。 

 ゆえに，題意が成り立つ。 

(2) 
{ }nb を初項 bb =1 ，公差 eの等差数列とすると， ( )enbbn 1-+=  

また，
n

aaa
b n
n

+++
=

21 より， nn nbaaa =+++ 21  

(i) 1=n のとき 
 11 1 ba ×= より， ba =1  

 (ii) 2³n のとき 

  

( )
( ){ } ( ) ( ){ }

( ) enb
enbnenbn

bnnba nnn

21
211

1 1

×-+=
-+---+=

--= -

　　

　　  

  これに 1=n を代入すると， ba =1  

  したがって，(i)より， 1=n のときも ( ) enban 21 ×-+= が成り立つ。 

 よって，{ }na は初項 ba =1 ，公差 e2 の等差数列である。 

 ゆえに，題意が成り立つ。 
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377 

(1) 
 { }na の一般項は， ( )dnaan 1-+=  

 これより，
( ){ }
2

12 dnanSn
-+

=  ・・・① 

また， 34£n のとき 0£nS ， 35³n のとき 0>nS より，{ }na は単調に増加する。 

よって， 0>d  
したがって， ( ) 01 £-+= dnaan を満たす最大の自然数 nの値を求めればよい。 

( ) 01 £-+ dna より， 01 £÷
ø
ö

ç
è
æ +-

d
and  

これと 0>d より， 01 £+-
d
an  すなわち 

d
an -£1  ・・・② 

34£n のとき 0£nS より 034 £S ， 35³n のとき 0>nS より 035 >S  

これと①より， ( ) 03321734 £+= daS ， ( ) 0173535 >+= daS  

よって， 0332 £+ da  すなわち 0
2

332 £÷
ø
ö
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これと 0>d より，
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同様にして， 181 <-
d
a

 ・・・④ 

②～④より， 18
2
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これを満たす自然数 nは 17 
よって， nS が最小となる自然数 nの値は 17 

(2) 
( ) 28981717 -=+= daS より， 178 -=+ da  ・・・⑤ 

⑤より，
dd

a 178 +=-  また，③，④より， 17
2

33
<-£
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 すなわち 917
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逆数をとると，
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2
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1

£<
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dは整数だから， 2=d  ・・・（答） 

これを⑤に代入し， aの値を求めると， 33-=a  ・・・（答） 
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378 

解法 1 

 数列{ }na と{ }nb の一般項は，それぞれ ( ) 13132 -=-+= nnan ， ( ) ( )nn
nb 222 1 --=-×= -  

 そこで， lk ba = （ lk, は正の整数）を満たす kまたは lについて考える。 

( )lk 213 --=- より， 

( )
( ) ll

lk

211

213

--=

--=

　　
 

これと 03 >k より， lは奇数であることが必要である。 
そこで， 12 -= ml （ ,3,2,1=m ）とおくと， 

( )

( )

1

11

12

1212

421

21

21

2113

-

+-2

-

--

×+=

+=

+=

--=

m

m

m

mmk

　

　

　
 

 021121421 11 º+º×+º×+ -- mm ( )3mod  

よって， 1421 -×+ m は 3 の倍数である。 
 したがって， 12 -= ml （ ,3,2,1=m ）のとき lk ba = を満たす正の整数 kが存在する。 

 すなわち 12 -= mk ba （ ,3,2,1=m ）が成り立つ。 

 ゆえに，mを nに置き換えることにより， ( ) ( ) ( ) 111212
12 4222 -+--
- ×=--=--== nnn
nn bc  

解法 2 
 ( ) 13132 -=-+= nnan  

 ( ) ( )nn
nb 222 1 --=-×= -  

 より， lk ba = （ lk, は正の整数）とすると， 

 13 -= kbl より， 

( ) 013221 <--=-=+ kbb ll  

ところが 013 >-= nan  

よって， 1+lb と等しい{ }na の項は存在しない。 

( ) ( ) 1412 11431342 -++ =--=-=-= kll akkbb ( )014 >-k  

よって， lk ba = のとき 214 +- = lk ba  

また， 211 == ba  

よって， 12531 ,,,, -nbbbb  は na に含まれる。 

ゆえに， 1
12 42 -
- ×== n
nn bc  
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379 

解法 1：余弦定理 

 △ABC が与えられた条件を満たし，辺 BC，CA，AB の長さをそれぞれ a，b， c  

∠A，∠B，∠C の大きさをそれぞれ A， B，Cとする。 

また，最大角を∠A，最小角を∠C とする。 

 条件(i)より， °=- 90CA  

 これと °=++ 180CBA より， 

 CA +°= 90  ・・・① CB 290 -°=  ・・・② 

 ∠A は鈍角だから，∠B と∠C は鋭角である。 

 これと条件(ii)より，辺の長さの関係は， abc <<  
よって，公差を d ( )0> とすると， dbc -= ， dba +=  

 これと条件(iii)より， 33 ==++ bcba  1=\b  ・・・③ 

 ゆえに， da +=1  ・・・④ dc -=1  ・・・⑤ 

 ただし， 10 << d  

 余弦定理と①～⑤より， 
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両辺を整理すると， ( )( ) 0
112

17 2
=

-+
-

dd
d

より， 17 2 =d  

これと 10 << d より，
7
7

=d  

よって，③～⑤より，
7
71+=a ， 1=b ，

7
71-=c  

ゆえに，求める 3 辺の長さは
7
71- ，1，

7
71+  
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解法 2：正弦定理 

 △ABC が与えられた条件を満たし，辺 BC，CA，AB の長さをそれぞれ a，b， c  

∠A，∠B，∠C の大きさをそれぞれ A， B，Cとする。 

また，最大角を∠A，最小角を∠C とする。 

 条件(i)より， °=- 90CA  

 これと °=++ 180CBA より， 

 CA +°= 90  ・・・① CB 290 -°=  ・・・② 

 ∠A は鈍角だから，∠B と∠C は鋭角である。 

 これと条件(ii)より，辺の長さの関係は， abc <<  
よって，公差を d ( )0> とすると， dbc -= ， dba +=  

 これと条件(iii)より， 33 ==++ bcba  1=\b  ・・・③ 

 ゆえに， da +=1  ・・・④ dc -=1  ・・・⑤ 

 ただし， 10 << d  

 正弦定理より，
C
c

B
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A
a
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 これと①～⑤より， ( ) ( ) C
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 すなわち，
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=
+

について， 

両辺に ( ) Cd sin1+ を掛けることにより，
d
dC

+
-

=
1
1tan  

 これと °<< 900 C より， 
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C
d

C sin
1

2cos
1 -

= について， 

 両辺に CC sin2cos × を掛けることにより， ( ) CdC 2cos1sin -=  

 よって， ( )( )CCdC 22 sincos1sin --=  

 これに⑥，⑦を代入すると， 

( )
( ) ( )
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( )ïþ

ï
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ï
í
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+
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+
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+
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2
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より，
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d
+
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+
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 01 ¹- d であるから，
( ) 22 1

2

12

1
d
d

d +
=

+
 

 両辺に ( )212 d+ を掛けると， ( ) dd 412 2 =+  

両辺を 2 乗すると， ( ) 22 1612 dd =+  

両辺を整理すると， ( ) 0172 2 =-d  

よって， 17 2 =d  

10 << d だから，
7
7

=d  

これと③～⑤より，
7
71+=a ， 1=b ，

7
71-=c  

ゆえに，求める 3 辺の長さは
7
71- ，1，

7
71+  

補足： Csin と Ccos は
d
dC

+
-

=
1
1tan と三角比を使って予め求めておくとよい 

 

 

 

 

 

 

 

上図より，
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380 

(1) 

解法 1 
 ( )0f ， ( )1f ， ( )2f ， ( )3f ， ( )4f が初項 ( ) mf =0 ，公差 lの等差数列のとき， 

 ( ) mlkkf += ( )4,3,2,1,0=k より， ( ) 0=-- mlkkf ( )4,3,2,1,0=k  

 ここで， ( ) ( ) mlxxfxg --= とおくと， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 043210 ===== ggggg  

 よって， ( ) ( )( )( )( )4321 ----= xxxxaxxg  

 これと ( ) mlxxf -- の最高次の項の係数が 1 であることから 1=a  

 よって， ( )( )( )( ) ( ) mlxxfxxxxx --=---- 4321  

 ゆえに， ( ) ( )( )( )( ) mlxxxxxxxf ++----= 4321  

 逆に， ( ) ( )( )( )( ) mlxxxxxxxf ++----= 4321 ならば 

 ( ) mf =0 ， ( ) mlf +=1 ， ( ) mlf += 22 ， ( ) mlf += 33 ， ( ) mlf += 44 より， 

 ( )0f ， ( )1f ， ( )2f ， ( )3f ， ( )4f は初項 ( ) mf =0 ，公差 lの等差数列である。 

 以上より，題意が成り立つ。 

解法 2 

 ( ) tsxrxqxpxxxf +++++= 2345 を ( )( )( )( )4321 ---- xxxxx で割った余りを ( )xr とおくと， 
( ) ( )( )( )( ) ( )xrxxxxxxf +----= 4321  

 よって， ( )0f ， ( )1f ， ( )2f ， ( )3f ， ( )4f が初項 ( ) mf =0 ，公差 lの等差数列ならば 

( )0r ， ( )1r ， ( )2r ， ( )3r ， ( )4r も初項 ( ) mf =0 ，公差 lの等差数列である。 

ゆえに， ( ) ( )( )( )( ) mlxxxxxxxf ++----= 4321  

 逆に， ( ) ( )( )( )( ) mlxxxxxxxf ++----= 4321 ならば 

 ( ) mf =0 ， ( ) mlf +=1 ， ( ) mlf += 22 ， ( ) mlf += 33 ， ( ) mlf += 44 より， 

 ( )0f ， ( )1f ， ( )2f ， ( )3f ， ( )4f は初項 ( ) mf =0 ，公差 lの等差数列である。 

 以上より，題意が成り立つ。 

(2) 
 kの最小値は 3 だから， ( )af ， ( )1+af ， ( )2+af が等差数列となること， 

すなわち， ( ) ( ) ( )212 ++=+ aaa fff が成り立つことが必要である。 

 ( ) ( )( )( )( ) mlxxxxxxxf ++----= 4321 より， 

 
( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ }

( )( )( ) ( ) ml

mlf

21264221

13211212
2 +++----=

+++---+=+

aaaaaa

aaaaaaa

　　　　
 

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )
( )( )( ) ( ) ml

ml
mlmlff

212144221

212124321
2211243212

2 ++++---=

++++++----=
+++--+++++----=++

aaaaaa

aaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaa

　　　　　　　

　　　　　　　

 よって， ( ) ( ) ( ){ } 0212 =++-+ aaa fff より， ( )( ) 02120 =-- aaa  

ゆえに，必要条件は 2,1,0=a  
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 また， 
( ) mf =0 ， ( ) mlf +=1 ， ( ) mlf += 22 ， ( ) mlf += 33 ， ( ) mlf += 44 ， ( ) mlf ++= 51205  

より，等差数列であるのは， ( )0f ， ( )1f ， ( )2f ， ( )3f ， ( )4f  

よって， 

 (i) 0=a のとき 
  411 £-=-+ kka および k£3 より， 5,4,3=k  

 (ii) 1=a のとき 
  41 £=-+ kka および k£3 より， 4,3=k  

 (iii) 2=a のとき 

  411 £+=-+ kka および k£3 より， 3=k  

 以上より， 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,2,4,1,3,1,5,0,4,0,3,0, =ka  


